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Rezime: U radu je za armirano-betonski prednapregnuti drumski most “Goce Delčev” preko reke Vardar u Skoplju 
prikazan proračun dinamičke stabilnosti. Most raspona 88,00m sa prepustima 2x29,20m, fundiran na bunarima 
(kesonima) pri čemu je visina od gornje ivice bunara do gornje ivice mosta 14,37m. Podužni nagib mosta je u 
blagom nagibu od 0,57%. Izvršeno je eksperimentalno ispitivanje mosta na prinudne vibracije, a zatim je formiran 
matematički model i izvršena dinamička analiza. Ovo je bilo neophodno, i iz razloga, što je gornji stroj mosta 
složenog poprečnog preseka pa se različito ponaša u podužnom i poprečnom pravcu a i različit je uticaj interakcije 
tlo-konstrukcija. Iz priloženog se može videti da se dobijeni odgovarajući uticaji međusobno zadovoljavajuće slažu. 
 
 
Ključne reči:  most, eksperiment, matematički model, dinamička analiza. 
 
 
DYNAMIC STABILITY OF THE BRIDGE "GOCE DELČEV" IN SKOPJE 
 
Abstract: This paper presents the dynamic analysis of  prestressed reinforced concrete road bridge "Goce Delchev" 
over the river Vardar in Skopje from the aspect of dynamic stability. The bridge span is 88,00m with overhangs 
2x29,20m, founded on wells (caissons) whereby the height of the upper edge of the well to the upper edge of the 
bridge  is 14,37m. The longitudinal slope of the bridge is in the gentle slope of 0.57%. Experimental testing on the 
forced vibrations of the bridge  was performed, and then a mathematical model was formed and dynamic analysis 
was made. This was necessary, because the superstructure of the bridge is complex cross-section and behaves 
differently in the longitudinal and transverse direction and the effect of different soil-structure interaction. From all 
of the above it can be seen that the obtained corresponding influences mutually greatly match. 
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1 UVOD 

Armirano-betonski prednapregnuti most “Goce 
Delčev” u Skoplju je eksperimentalno i teorijski 
istraživan da bi se odredila njegova seizmička 
stabilnost. Formiran je matematički model mosta da bi 
se izvršila dinamička analiza istog, a dobijene 
vrednosti upoređene sa eksperimentalno dobijenim 
vrednostima. Most predstavlja jedan vid sistema rama 
sa tri otvora sa složenim presekom gornje konstrukcije 
mosta u obliku kružnog segmenta. Srednji stubovi su 
armirano-betonska platna monolitno povezana sa 
konstrukcijom gornjeg stroja, dok je njihovo 
oslanjanje u rečnom koritu na bunarima. Uslovi 
oslanjanja, promenljive visine poprečnog preseka, u 
diskretnoj šemi se uzimaju kao elastične veze 
definisane preko parametra krutosti Kx, Ky i Kα. Na 
slici 1 prikazane su geometrijske karakteristike mosta, 
a na slici 2 je prikazan detalj veze srednjeg stuba sa 
konstrukcijom gornjeg stroja, dok je na slici 3 
prikazan detalj fundiranja srednjeg stuba sa mestima 
gde su postavljeni merni instrumenti. 

 

 
Slika 1 - Geometrijske karakteristike mosta “Goce 
Delčev” u Skoplju 
 

 
Slika 2 - Detalj veze srednjeg stuba sa konstrukcijom 
gornjeg stroja 

 

 
Slika 3 - Detalj fundiranja srednjeg stuba sa 
prikazanim mestima gde su postavljeni merni 
instrumenti 

2 OSNOVNE TEORIJSKE POSTAVKE 
OSCILACIJA RAMOVSKIH SISTEMA U 
RAVNI 
 
Na slici 4 prikazan je jedan element sistema sa 

početkom u čvoru “a” i na kraju u čvoru “b”. 
Prikazane su i odgovarajuće deformacijske veličine i 
unutrašnje sile na krajevima elementa, a to su: 
normalna sila Na, poprečna sila Sa i moment savijanja 
Ma u čvoru “a”, i odgovarajuće unutrašnje sile Nb, 
Sb, i Mb u čvoru “b”.  

Primenjujući Castigliano-vu teoremu za vezu 
između unutrašnjih sila i deformacija, preko izraza za 
deformacioni rad na elementu “i” (slika 4) dobija se: 
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Slika 4 - Veza između sila i deformacija na 
elementu“ i  ” 
 

 
Slika 5 - Deformacije ,pr prX Y   i θpr    

i karakteristične krutosti ,x YK K  i θK   
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                             (1) 

 
Uslov kompatibilnosti deformacija elemenata i 

deformacija u čvorovima može da se izrazi pomoću tri 
matrične jednačine:  

1) u čvoru “a” ,  
2) u čvoru “b”  i  
3) matrice deformacija u osloncima tj. na sledeći 

način (sl.5). 
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                      (2)                                      

 
Sa slike 4. se vidi da su aV  i au    pomeranja u 

pravcima x, y i aθ  rotacija ugla, a ,p pX Y  i pθ  su 
članovi matrice deformacija u oslonačkim čvorovima. 

Uspostavljajući veze između deformacija čvornih 
tačaka u sistemu i spoljnih generalisanih sila dobija se 
sledeća matrična jednačina: 

 

[ ][ ] [ ] pA K A Qη ′  =                               (3)                                             

gde matrica  [ ] [ ][ ][ ]K A K A′=
 

predstavlja 
matricu krutosti sistema.   

Sopstvene vektore i sopstvene vrednosti (tonove 
forme i oblike, x i ω) za homogeni neprigušeni sistem 
sračunavamo iz sledeće jednačine: 

 ( )2 0K M Xω− ⋅ =
  
ili  2K X M Xω⋅ = ⋅       

(4)
              

 

gde: K  - predstavlja matricu krutosti sistema  

K A K A′=  ,dok matrica M  predstavlja 
dijagonalnu matricu masa. 

Definisanje broja čvornih tačaka i broja elemenata 
diskretne šeme dinamičkog modela konstrukcije 
mosta za oscilacije u ravni na nosaču sa šematskim 
prikazom modela na oslonačkim mestima data je na 
slici 6. Definisanje koordinata čvornih tačaka 
prikazano je u tabeli T1 (sl.7). Definisanje koordinata 
čvornih tačaka i intenziteta disketnih masa dato je u 
tabeli T2 (sl.8).  

 
 

 
Slika 6 - Dinamički model konstrukcije mosta za 
oscilacije u ravni nosača sa šematskim prikazom 
modela oslonačkih mesta.  
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3 UPOREĐENJE REZULTATA 
TEORIJSKE ANALIZE SA 
EKSPERIMENTALNIM REZULTATIMA 
OSCILACIJA ZA PODUŽNI I POPREČNI 
PRAVAC [2] 

3.1. PODUŽNI I VERTIKALNI PRAVAC 

Za usvojeni dinamički model prikazan na slici 6, 
izvršeno je više analiza pri čemu su varirane vrednosti 
parametara Kx, Ky i Kα za svako oslonačko mesto 
konstrukcije. Jedna od varijanti za koju su priloženi 
dobijeni rezultati sadrži sledeće granične uslove 
oslanjanja konstrukcije: 
1) Za oslonac 1 i 13 100XK E= ; 0,001yK E=

 
i 

0Kα =  
2) Za oslonac 14 i 23 100XK E= ; 100yK E=

 
i 

0Kα =  

gde je ⋅ 7 2E =3 10 kN/m  modul elastičnosti betonske 
mase. 

Karakteristike čvornih tačaka i intenziteta 
diskretnih masa, kao i geometrijskih karakteristika 
poprečnih preseka elemenata, tabele T1 i T2 (slika 7 i 
slika 8). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Tabela T1                                            

 
 
Slika 7 - Tabela geometrijskih karakteristika 
poprečnih preseka elemenata 
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Tabela T2                                            

 
 
Slika 8 - Tabela koordinata čvornih tačaka i 
intenziteta diskretnih masa 
 
 

Krajnji oslonci 1 i 13 imaju određen stepen 
slobode kretanja u horizontalnom pravcu i to za 1m za 
0,001E kN kada je E modul elastičnosti armirano 
betonske konstrukcije mosta. Dobijene periode 
sopstvenih oscilacija su sledeće: 

1 2 3

4 5

0,795 , 0,73 , 0,291 ,
0,172 , 0,106

= = =
= =

T s T s T s
T s T s

. 

Karakteristično je da samo druga tonova forma 
sistema definiše podužne oscilacije mosta, dok kod 
ostalih tonovih formi dominantne su vertikalne 
oscilacije mosta. Upoređujući vrednosti izmerenih 
perioda sopstvenih oscilacija mosta u podužnom 
pravcu, sa periodom druge tonove forme sistema 
dobijene putem teorijske analize može da se 

konstatuje da postoji puna identičnost budući da 
izmerena perioda za podužni pravac iznosi 0,73s. 
Međutim, upoređujući oblik tonove forme na 
stubovima za isti slučaj, može da se konstatuje 
izvesno odstupanje rezultata, posebno u čvorovima 
donjeg dela stuba, gde je značajno  odstupanje. Na 
slici 10 dat je grafički prikaz eksperimentalno i 
teorijski dobijene tonove forme za srednje stubove iz 
koje se jasno vidi razlika, naročito u donjem delu 
stuba. Međutim, prikazani oblici tonove forme na slici 
10 i pored razlike, imaju tendenciju zapažanja 
određene sličnosti oblika. Osnovni tonovi oscilacija 
sistema u ravni, pretežno definišu vertikalne oscilacije 
mosta koje ne mogu da budu upoređene budući da 
nisu dati pri eksperimentalnoj analizi. Prvih pet 
tonovih oscilovanja u ravni dati su na sl.9.  
Analizirajući vertikalne tonove forme može da se uoči 
značajno učešće prve vertikalne forme sopstvenih 
oscilacija u ukupnom dinamičkom ponašanju sistema, 
budući da sopstvena perioda oscilovanja iznosi 

1 0,795VT s= . 

 
 
Slika 9 - Prvih pet tonovih formi oscilacija sistema u 
ravni [2] 
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Slika 10 - Grafički prikaz eksperimentalno dobijene 
tonove forme i teorijski sračunate tonove forme na 
modelu za srednji stub mosta 

 
3.2. POPREČNI PRAVAC 
 
Za definisanje dinamičkih karakteristika mosta za 

poprečni pravac oscilovanja, kao osnovni diamički 
model je usvojen diskretni sistem sa 23 mase 
koncetrisane u čvorovima kako je prikazano na sl.9. 
Granični uslovi oslanjanja modela na ležištima mosta 
definisani su preko karakteristika krutosti ,X QK K  i 

Kα  
za tri stepena slobode kretanja za svaki čvor 

(sl.9). Definisanje matrice krutosti sistema zasnovano 
je na osnovnim principima metode deformacije. 
Osnovni podaci pri dinamičkoj analizi prikazani su u 
tabelama T3 i T4 (sl.10 i sl.11). U tabeli T3 su podaci 
za vrednosti poprečnog preseka, moment inercije oko 
ose savijanja i torzioni moment za svaki element 
posebno. 

 
Slika 11 – Dinamički model konstrukcije mosta za 
poprečni pravac 
 

 
Slika 12 - Prve četiri tonove forme za poprečni pravac 
grednih elemenata 

 
Potrebne karakteristike sistema za poprečni pravac 

prikazane su u tabelama T3 i T4. 
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  Tabela T3                                            

 
 
Slika 10 - Tabela ulaznih podataka analize 
konstrukcije za poprečni pravac oscilacija 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   Tabela T4                                            

 
 
Slika 11 - Tabela ulaznih podataka analize 
konstrukcije za poprečni pravac oscilacija 

 
U tabeli T2 dati su podaci koordinata svake čvorne 

tačke diskretnog modela u odnosu na globalni 
koordinatni sistem kao i vrednosti koncetrisanih masa 
u čvornim tačkama. Modul elastičnosti pri analizi je 

⋅ 7 2E =3 10 kN/m  , a modul smicanja G =0,38E . 
Karakteristične vrednosti krutosti za oslonačka mesta 
su: 

Za oslonac 1 i 13   0,5XK E= ; 0,1QK E=
 
i 

0,5K Eα =  
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Za oslonac 9 i 20   0,5XK E= ; 0,5QK E=
 
i 

1,0K Eα =  
gde je E modul elastičnosti konstrukcije mosta.  
Proračunate deformacije smicanja u platnu 

srednjeg stuba su za usvojenu efektivnu površinu 
smicanja u iznosu od 60% od stvarne površine 
poprečnog preseka. Rezultati teorijske analize modela 
su sledeće: 

a) Perioda prvog osnovnog tona sopstvenih 
oscilacija sistema je 1 0,558T s= . Upoređujući je sa 
rezultatima može se konstatovati zadovoljavajuće 
slaganje perioda, budući da eksperimentalno dobijena 
vrednost iznosi 1 0,54eT s= . Sračunata perioda 
drugog tona iznosi 2 0, 25T s=  a eksperimentalna 

2 0, 22eT s= . Perioda trećeg tona sopstvenih 
oscilacija sistema dobijena teorijskom analizom iznosi 

3 0,164T s=
 

dok je eksperimentalna vrednost 

3 0,135eT s= . Za četvrti ton sračunata vrednost je 

4 0,126T s=  a i eksperimentalna, tj. 

4 0,126eT s= .[2] 
b) Upoređujući oblike za prve dve tonove forme z 

gredne elemente i srednje stubove koji su prikazani na 
slici 13, može da se konstatuje skoro potpuna 
usaglašenost tonovih formi grednih elemenata i 
neznatno odstupanje oblika u stubovima. 

 
Slika 13 - Prve četiri tonove forme stubova 
 
Na slici 13 prikazane su tonove forme za poprečni 

pravac grednih elemenata, za prvi, drugi, treći i četvrti 
ton sopstvenih oscilacija grednih elemenata (sl.12) i 
stubova i može se uočiti sličnost u oblicima formi 
(sl.13). Ali se može i zapaziti manja sličnost četvrte 
tonove forme grednih elemenata i treća tonova forma 
stubova. 

 

4 ZAKLJUČAK 
 

Analiza konstrukcije mosta za oscilacije sistema u 
podužnom pravcu pokazala je da se i sa relativno 
prostim dinamičkim modelom mogu dobiti 
zadovoljavajući rezultati. Međutim, treba da se tretira 
i ramovski sistem u cilju dobijanja i vertikallnih formi 
i perioda koje mogu da imaju značajan uticaj na 
dinamičko ponašanje konstrukcije. Budući da je 
krutost srednjih stubova (platna) znatno manja u 
podužnom pravcu mosta, uticaji sredine tla, tj. 
fundamenta u odnosu na dinamičko ponašanje 
konstrukcije za podužni pravac nije toliko značajan 
kao u slučaju poprečnih oscilacija. Pri analizi 
konstrukcije za poprečni pravac oscilacija s obzirom 
na relativno veliku krutost gornjeg stroja i stubova 
(platna) treba da se uvede efekat smicanja kod 
srednjih stubova kao i efekat torzionih deformacija 
kod grede. Karakteristične vrednosti XK i QK

 
u 

pravcu translatornog pomeranja i rotacije fundamenta 
trebaju biti uključene pri analizi. Pri uslovima 
potpunog uklještenja nad srednjim osloncima dobijeni 
su periodi za prvi osnovni ton između 0,11s i 0,14s što 
je daleko od vrednosti izmerene periode prvog tona 

1 0,54eT s= . Ali kako uslovi fundiranja mogu imati i 
značajan uticaj na celokupno dinamičko ponašanje 
konstrukcije, XK i QK  u pravcu translatornog 
pomeranja i rotacija fundamenta treba da bude 
uključena pri analizi. Na osnovu svega rečenog, za 
podužni pravac treba primeniti teoriju grednih nosača, 
a za poprečni pravac treba uključiti ne samo efekte 
savijanja već i efekte smicanja i torzionog obrtanja 
čvorova. 
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