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HIPERELASTICNI MATERIALI: PRIMENA I MATERIJALNO MODELIRANJE

Marina Trajkovi¢ Milenkovié¢!, Andrija Zori¢?, Katarina Slavkovi¢3

Rezime: Hiperelasti¢ni materijali mogu biti izloZeni veoma velikim deformacijama i velikom broju ciklusa
opterecenja, a da pri tom ostanu u elasticnom rezimu ponasanja. Tipi¢ni predstavnici ove grupe materijala
su guma, elastomeri, pene, neka bioloska tkiva. Ovi materijali se primenjuju u inZenjerskim konstrukcijama,
u automobilskoj i avioindustriji kao izolatori vibracija i udara. Do njihove ekspanzije dolazi i u oblasti
biomehanike pri modeliranju kolagena, miSi¢a i implantanata. U gradevinarstvu su deo uredaja koji se
primenjuju u sistemu seizmicke bazne izolacije. Kako je mehanicki odgovor hiperelasti¢nih materijala na
deformacije izrazito nelinearan, poseban izazov je izbor pouzdanog materijalnog modela koji se koristi za
predvidanje ponaSanja ovih materijala. Materijalni modeli koji se najces¢e koriste u prorac¢unima su: Neo-
Hookean, Arruda-Boyce, Mooney-Rivlin, Ogden, Yeoh. U radu ¢e biti predstavljeni najces¢e koris¢eni
modeli pri numerickom modeliranju ponasanja hiperelasticnog materijala (gume) izlozenog velikim
cikliénim deformacijama. Ovo ¢e biti predmet daljeg istrazivanja autora sa ciljem da se definiSe opseg u
kome su validni navedeni materijalni modeli za slu¢aj prostog smicanja, jer su gumeni delovi uredaja za
seizmicku izolaciju izlozeni upravo velikim smi¢u¢im deformacijama.

Kljuéne reci: hiperelasticni materijali, konaéne deformacije, cikli¢éno optereéenje, prosto smicanje,
seizmicki izolator, materijalni modeli.

HYPERELASTIC MATERIALS: APPLICATION AND MATERIAL MODELING

Abstract: Hyperelastic materials can be exposed to very large deformations and a large number of load
cycles, while remaining in an elastic regime. Typical representatives of these materials are rubber,
elastomers, foams and some biological tissues. Hyperelastic materials are used in engineering structures
and in the automotive and aviation industries as vibration and impact isolators. Lately, they find an
extensive use in the field of biomechanics when modeling collagen, muscles and implants. In civil
engineering, they are the part of devices used in seismic base isolation. Since the stress-strain relation of
hyperelastic materials is highly nonlinear, a special challenge is a selection of a reliable material model in
order to predict their behavior. The models most often used in numerical analysis are: Neo-Hookean,
Arruda-Boyce, Mooney-Rivlin, Ogden, Yeoh. The paper presents frequently used models in numerical
analysis of the hyperelastic material (rubber) behavior exposed to large cyclic deformations. This will be
the topic of the further research of the authors with the aim to estimate the range of validity of the stated
material models for the case of simple shear, since the rubber parts of the seismic isolation devices are
exposed to significant shear deformations.
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1 UVOD
1.1 HIPERELASTICNI MATERIJALI

Hiperelasticni materijali su klasa materijala koji
mogu da podnesu velike deformacije usled razlicitih
uticaja, a koji se nakon uklanjanja optereCenja u
potpunosti vra¢aju u prvobitni oblik bez zaostalih
deformacija. Gume, elastomeri, meka tkiva i pene su
samo neki predstavnici materijala koji pokazuju
ovakvo ponasanje.

Za razliku od tradicionalnih elasticnih materijala,
ponasanje hiperelasti¢nih materijala se ne moze opisati
Hooke-ovim zakonom jer oni pokazuju izrazito
nelinearno ponasanje tokom naprezanja, a narocito pri
velikim deformacijama. Dijagram zavisnosti izmedu
napona i deformacije u hiperelasti¢cnom materijalu, i
pored izrazite nelinearnosti, prati skoro isti put tokom
opterecenja i rastereCenja. Razlog tome je $to se, kao u
sluaju gume koja je predmet ovog istrazivanja,
zanemaruju viskoelasti¢ne karakteristike materijala,
koje se ogledaju u pojavama kao $to su histerezisni
efekat, relaksacija ili puzanje. Ove karakteristike, koje
su vise predmet proucavanja reologije nego teorije
elastiCnosti, naj¢eS¢e se modeliraju odvojeno od
hiperelasti¢nog ponaSanja [1].

Ukupan rad spoljasnjih uticaja utroSen u procesu
deformacije se akumulira u deformabilnom telu i na taj
nacin povecava unutrasnju energiju tela. Akumulirana
energija, poznata u teoriji elastiCnosti kao energija
deformacije, se u potpunosti oslobada prilikom
rastereCenja, buduc¢i da se radi o Cisto elasti¢noj
deformaciji. Energija deformacije po jedinici
zapremine tela predstavlja specificnu energiju
deformacije, odnosno elasti¢ni potencijal. Elasti¢ni
potencijal predstavlja osnovnu veli¢inu pri definisanju
materijalnih modela kojima se opisuje ponaSanje
hiperelasticnih materijala, uz uslov da se ovakav
materijal (u ovom radu - guma) smatra izotropnim u
nedeformisanom  stanju.  Specificna  energija
deformacije se u literaturi moZze naci i pod nazivom
funkcija gustine deformacionog rada ili funkcija
deformacionog rada [2], [3].

Predvidanje ponaSanja hiperelasticnih materijala
tokom procesa deformacije je znatno olakSano
primenom savremenih softverskih paketa baziranih na
metodi konac¢nih elemenata, $to je posledi¢no prosirilo
polje primene ovih materijala, naroCito u oblasti
biomehanike [4], [5], [6]. Programski paket ABAQUS
ima Sirok spektar materijalnih modela koji se nude za
modeliranje ponaSanja hiperelasticnih materijala.
Takode, naprednijim korisnicima programa ABAQUS
je omoguceno da, primenom potprograma uhyper,
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uvezu u program svoj materijalni model za ovu vrstu
materijala. Kori§¢enje ovakvih naprednih softverskih
paketa pri modeliranju ponaSanja materijala i struktura
svakako zahteva kriticko tumacenje dobijenih
numerickih rezultata, za Sta je neophodno znacajno
teorijsko znanje, kao i iskustvo inZenjera, imaju¢i u
vidu da se radi o vrlo specificnoj grupi materijala.

2 PRAKTICNA IMPLEMENTACIJA
HIPERELASTICNIH MATERIJALA

Ova grupa materijala ima Siroku primenu u praksi u
razliCitim oblastima, ali ¢e u daljem tekstu biti
predstavljena upotreba hiperelasticnih materijala samo
u oblasti biomehanike i inZenjerstva.

2.1 PRIMENA HIPERELASTICNIH
MATERIJALA U BIOMEHANICI

Hiperelasti¢ni materijali imaju znacajnu primenu u
medicini 1 stomatologiji. Razvojem numeric¢kih
softvera za modeliranje ponaSanja materijala 1 sve
ve¢im raspolozivim resursima raunara za zahtevne
numericke proracune, doslo je do znacajnog razvoja
multidisciplinarnih istrazivanja u oblasti medicinskih
nauka koja zahtevaju snaznu inzenjersku podrsku. To
je dovelo da su istrazivanja iz oblasti biomehanike u
poslednje dve dekade dozivela veliku ekspanziju. U
ovom radu ukratko ¢e biti predstavljena primena
hiperelasticnih materijala u pojedinim granama
medicinine.

Naime, u biomehanickim istrazivanjima je
pokazano da se skoro svaki organ u telu moze
modelirati kao specifican tip hiperelasticnog materijala
sa odgovarajuéim mehani¢kim svojstvima [5]. Na
primer, u modeliranju mekih tkiva poput koze, misica,
krvnih sudova, kolagena, hrskavice, pri ¢emu se
njihovo  ponasanje  opisuje kao  ponaSanje
hiperelasticnih materijala, omoguéen je razvoj
sofisticiranijih i realisti¢cnih simulacija za planiranje
zahvata u hirurgiji, dizajnu proteze i ergonomske
studije, kao i u analizi traume i simulaciji povreda [7],
[8], [9], [10]. Zbog kompatibilnosti pojedinih
hiperelasti¢nih materijala sa mekim tkivima, neke vrste
ovakvih materijala dobijaju sve vecéu primenu u
protetici i kod hirurs§kih implantanata [11]. Dakle,
modeliranje organa kao hiperelastinih materijala sa
odgovarajuéim mehanickim svojstvima omogucava
bolje razumevanje i analizu ponasanja tih tkiva u
razli¢itim uslovima, kao i razvoj boljih medicinskih
uredaja i tretmana [12], [13].
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Stomatoloska nauka o materijalima za restaurativnu
stomatologiju je izvedena iz nauke o materijalima i
proucava Cetiri kategorije najzastupljenijih materijala u
korektivnoj stomatologiji: metale, keramiku, polimere
i kompozite. Kao jedna od navedenih grupa,
hiperelasti¢ni materijali, posebno elastomeri na bazi
silikona, se u stomatologiji obi¢no koriste za izradu
zubnih otisaka, ali i samih proteza. Ovi materijali
obuhvataju detaljnu morfologiju zuba i okolnih tkiva,
obezbeduju¢i precizne kalupe za izradu krunica,
mostova i druge stomatoloske protetike. Hiperelasti¢ni
materijali se mogu Koristiti u razvoju modela zubnih
implantanata, za simulaciju okolnih mekih tkiva i
kostiju [14]. Takode, hiperelasti¢ni materijali se mogu
koristiti za kreiranje realisticnih simulacija mekih tkiva
u svrhe treninga [15]. Simulacioni modeli sa
hiperelasticnim svojstvima mogu pomo¢i studentima
stomatologije i prakti¢arima da uvezbaju procedure na
realisticnim materijalima pre nego S§to rade na
pacijentima.

2.2 PRIMENA HIPERELASTICNIH
MATERIJALA U INZENJERSTVU

Hiperelasti¢ni materijali igraju znacajnu ulogu u
inzenjerstvu zbog njihove sposobnosti da izdrze
znacajna opterecenja bez trajne deformacije.

Koriste se u automobilskoj i avioindustriji zbog
njihove sposobnosti da odrze integritet zaptivanja i pri
velikim deformacijama [16]. Takode, zbog njihove
sposobnosti da se prilagode nepravilnim povrSinama,
koriste se u motorima, hidrauli¢nim sistemima i
industrijskim masinama za spreCavanje curenja
tecnosti 1 gasova.

Jedna od najpoznatijih upotreba ovih materijala je u
proizvodnji pneumatika. Guma pruza neophodnu
elasti¢nost da apsorbuje udarce, odrzava vucu i izdrzi
razli¢ite uslove na putu. Hiperelasti¢nost omogucéava
gumama da se deformiSu i efikasno oporavljaju,
pruzajudi stabilnost i udobnost tokom voznje [1], [17].

Hiperelasti¢nost omogucava nosa¢ima motora da se
znacajno deformiSu pod dinamickim optere¢enjima
istovremeno obezbedujuci efikasnu izolaciju vibracija.
Ovi nosa¢i se koriste u maSinama, vozilima i
avioindustriji kako bi se smanjila buka i ublazio uticaj
zamora u konstrukciji. Takode, doprinose amortizaciji
udara i vibracija u maSinskim sistemima, ¢ime se
postize bolja preraspodela uticaja opterecenja u
konstrukeiji, $to rezultira poboljSanim performansama
celokupnog sistema [18].

Kod gradevinskih valjkova, takode spreCavaju
prenosenje vibracija na rukovaoce maSinama i
omogucuju pravilan i pouzdan rad masine.
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Koriste se i za proizvodnju zaStitne opreme za
povecanje udobnosti, fleksibilnosti i apsorpcije udara.

U poslednje vreme sve vise dolazi do razvoja meke
robotike, oblasti koja ima za cilj razvoj robota sa
kompatibilnim i deformabilnim strukturama koje lice
na bioloSke organizme. Hiperelasticni materijali
omogucavaju proizvodnju fleksibilnih, rastegljivih i
uskladenih komponenti robota, kao $to su hvataljke,
napravljeni od hiperelasticnih materijala mogu
bezbedno i efikasno da komuniciraju sa ljudima i
delikatnim predmetima, otvaraju¢i nove mogucnosti za
primene u oblastima kao Sto su zdravstvena zastita,
rehabilitacija 1 interakcija ¢oveka i robota [19], [20].

U gradevinarstvu se hiperelasticnim materijalima,
poput gume, moze izvrSiti amortizacija vibracija kroz
konstrukciju, koje su posledica rada masina i kretanja
transportnih ~ sredstava kroz objekte. Njihova
sposobnost ublazavanja seizmicke sile i raspodele
opterecenja moze smanjiti naprezanja u konstrukciji i
produziti eksploatacioni vek objekta [21]. Pored
izolacije vibracija, hiperelasti¢ni materijali, kao §to su
pene, mogu poboljsati izolaciju od buke, kao i toplotnu
izolaciju kod zidova, podova i plafona, direktno uticuci
na energetsku efikasnost objekta.

U gradevinskom konstrukterstvu se za kontrolu
vibracija primenjuju seizmicki izolatori. Ovi uredaji
poseduju veliku krutost u vertikalnom pravcu i malu
krutost, odnosno veliku fleksibilnost u horizontalnom
pravcu, ¢ime se njihovom primenom u sistemu bazne
izolacije povecava period osnovnih vibracija
konstrukcije 1 smanjuju seizmicke sile [22]. Seizmicki
izolatori se dele u zavisnosti od nacina na koji se
obezbeduje horizontalna fleksibilnost, a jedan od
tipova su elastomerna leziSta. Osnovni deo
elastomernih leZista predstavljaju elementi od prirodne
ili sinteticke gume [23], [24], [25].

Klizna leziSta predstavljaju drugi tip seizmickih
izolatora koji obezbeduju seizmicku izolaciju objekta
klizanjem delova seizmickog izolatora. Medutim,
nedostatak elasti¢nih kliznih leziSta se ogleda u tome
da su pomeranja usled klizanja delova izolatora trajna,
odnosno, nakon delovanja zemljotresa seizmicki
izolator se ne vra¢a u pocetni polozaj. Zbog toga su
elasticna klizna lezista kombinovana sa gumenim
oprugama ili elastomernim lezistima. U gumenim
oprugama se akumulira povratna poprec¢na sila koja
omogucava centriranje kliznog leziSta u pocetni
polozaj nakon dejstva zemljotresa [26], [27], [28].

Za formulisanje prora¢unskog modela konstrukcije
sa ovim tipovima seizmickih izolatora, neophodno je
poznavanje njihovih mehanickih karakteristika, a koje
direktno zavise od mehanickih karakteristika gume
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(hiperelasticnog materijala) od kojeg su formirani [29],
[30], [31].

3 MODELIRANJE HIPERELASTICNIH
MATERIJALA

Matemati¢ka formulacija ponasanja hiperelasti¢nih
materijala ukljucuje definisanje funkcije energije
deformacije  (takode poznate kao potencijal
deformacije ili funkcija uskladiStene energije) koja
predstavlja energiju akumuliranu u materijalu tokom
procesa deformacije.

S ciljem da se Sto preciznije opiSe sloZeno
mehani¢ko ponaSanje hiperelasti¢cnih materijala pod
razli¢itim uslovima opterecenja, razvijeni su razliciti
hiperelasti¢ni materijalni modeli, pri cemu svaki model
ima odredeni oblik funkcije energije deformacije
prilagoden razliCitim vrstama materijala i njihovom
mehani¢kom ponasanju. Ovi materijalni modeli mogu
sadrzati dodatne parametre, funkcije viSeg reda ili
specijalizovane forme.

Materijalni modeli koji se koriste za predvidanje
ponasanja hiperelastiénih materijala se uglavnom
baziraju na fenomenoloskim razmatranjima. Ovi
materijalni modeli predstavljaju matematicke funkcije
koje su formirane tako da opiSu makroskopska
mehanicka svojstva hiperelasti¢nih materijala usled
deformacije, a nastale su na zaklju¢cima doneSenim
posmatranjem i empirijskim podacima, a ne nuzno na
fundamentalnoj teoriji mikrostrukture materijala.
Proucavanje ponasanja materijala na mikroskopskom
nivou tokom procesa deformacije spada u domen
fizickih teorija. Fizi¢ke teorije se bave detaljnim
proucavanjem mehanizama deformacija, no one izlaze
iz okvira ovog rada.

Takode, materijalni modeli koje ¢emo razmatrati
imaju razli¢ite pocetne pretpostavke. Neki su
jednostavniji i sadrze samo jedan parameter, pruzajuci
time matematicki jednostavan i numericki manje
zahtevan, ali dovoljno pouzdan model ponaSanja
materijala. Drugi su slozeniji, sadrze viSe clanova u
funkeciji energije deformacije, a posledi¢no i veci broj
ulaznih parametara, ali se ocekuje i njihova veca
tacnost. Zbog svoje fenomenoloske osnove, primena
ovih materijalnih modela u inzenjerskoj praksi je
pogodna, jer su relativno jednostavni  za
implementaciju i omoguc¢avaju kalibraciju na osnovu
ekpserimentalnih razultata. No, treba istaci da, u skladu
sa analiziranim tipom materijala 1 njegovim
mehanickim svojstvima, kao i wvrsti i intenzitetu
deformacije kojoj je material izloZzen, najvazniji korak
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u numeriCkom proraratunu je odabir adekvatnog
materijalnog modela [3], [31], [32], [33].

U odeljku 3.4 bice predstavljeni najcesce koris¢eni
materijalni  modeli za numericko predvidanje
ponasanja hiperelasticnih materijala. Medutim, pre
toga ¢emo uvesti neophodne kinematicke veliCine
potrebne za opisivanje ponasanja ovakvih materijala.

3.1 KINEMATICKA POSTAVKA PROBLEMA

Proces deformacije deformabilnog tela od njegove
pocetne do trenutne konfiguracije predstavlja promenu
oblika, zapremine i polozaja posmatranog tela. Dok
promena oblika i zapremine dovodi do variranja
rastojanja izmedu proizvoljno izabranih parova Cestica
tela, promena polozaja prati kretanje krutog tela kao
celine, odnosno translaciju i rotaciju. Rotacija zauzima
znacajno mesto u analizi velikih deformacija, koje su
predmet ovog istrazivanja.

Promena polozaja odabrane materijalne tacke tela
tokom procesa deformacije se u potpunosti definise
gredijentom deformacije:

ox
F=—, 1
e e

gde je sa X obeleZzen polozaj materijalne tacke u

pocetnoj konfiguraciji, a sa x u trenutnoj konfiguraciji.

Takode vazi:

J = det(F), @

gde J predstavlja Jakobijan, odnosno ukupnu promenu
zapremine posmatranog tela.

Brzina v i tenzor gradijenta brzine L posmatrane
Cestice su definisani slede¢im relacijama:

v(t)=x=£, L=@=F-F_'.

dt ox

Rotacija, posebno u kombinaciji sa deformacijom,
je fundamentalna u nelinearnoj mehanici kontinuuma.
Najvaznija teorema koja razjaSnjava ulogu rotacije u
slucaju velikih deformacija je teorema o polarnoj
dekompoziciji.

Slede¢i ovu teoremu, gradijent deformacije F, kao
nesingularni tenzor drugog reda, se moze jedinstveno
multiplikativno razloziti u simetri¢ni tenzor drugog
reda V (levi tenzor izduzenja) koji opisuje cistu
deformaciju, i ortogonalni tenzor drugog reda R (tenzor
rotacije) koji opisuje Cistu rotaciju, tako da, u slucaju
leve polarne dekompozicije, vazi:

F=V-R.

3)

(4)
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Kvadrat levog tenzora izduzenja V (deformacije)
predstavlja levi Cauchy-Green-ov tenzor deformacije
B:

B=V*=F.F". (5)
Levi Cauchy-Green-ov tenzor deformacije B je znatno
pogodniji za numeri¢ku implementaciju, pa ¢e u daljem
izvodenju on biti koriS¢en umesto samog tenzora
izduzenja V.

3.2 MERA NAPONA I MERA DEFORMACIJE

Kako je u ovom radu usvojena Euler-ova
deskripcija, tj. za definisanje poloZaja posmatrane
materijalne tacke tela, umesto materijalnih koordinata,
kao mnezavisno promenljive koriste se prostorne
koordinate, i mere napona i deformacije moraju biti
konjugovane veli¢ine po radu u istoj formulaciji. U
Euler-ovoj deskripciji to su Kirchhoff-ov napon 7 i

Euler-ova  Hencky-eva (stvarna, logaritamska)
deformacija A, za koju vazi da je:
h=hV. (6)

Za 1izotropne elasticne materijale Kirchhoff-ov
napon je:

t=J-0,

(7

gde je ¢ Cauchy-ev ili stvarni napon. U slu¢aju Cistog
smicanja, koji ¢e biti predmet daljeg istrazivanja
autora, nema promene zapremine deformabilnog tela,
tj. Jakobijan je jednak jedinici, pa je stvarni, odnosno
Cauchy-ev napon jednak Kirchhoff-ovom naponu.
Samim tim i odnos izmedu stvarnog napona ¢ i stvarne
dilatacije & se moze direktno uspostaviti, tj. u ovom
slucaju ove mere deformacije i napona su konjugovane
vrednosti u radu, pa se i numericki rezultati mogu
predstaviti kao odnos ovih veli¢ina. Za detaljnije
informacije o vaznosti uvodenja konjugovanih mera
napona i deformacija citalac se upucuje na reference
[34]1[35].

3.3 PREDUSLOVI ZA PRAVILNO
MODELIRANJE PONASANJA
HIPERELASTICNIH MATERIJALA PRI
KONACNIM DEFORMACIJAMA

Deformaciju tela moze posmatrati jedan ili viSe
fizickih posmatraca i stoga se ona moze opisati na vise
razli¢itih nacina. Kako fizicke pojave ne zavise od
izbora posmatraca, a kinematicki opisi istih da, o
objektivnosti treba posebno voditi racuna pri
matematickoj formulaciji fizickih zakona kao S$to su
konstitutivni modeli. Pojam objektivnosti je izuzetno
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vazan u analizi velikih deformacija i detaljno je
obraden u referencama [3] i [34].

Invarijantnost  naprezanja  podrazumeva da
mehanicki odgovor materijala treba da bude nezavisan
od koordinatnog sistema koji se koristi za opisivanje
deformacije. Ovo se postize merama deformacija, kao
Sto su invarijante deformacija, koje su skalarne veli¢ine
koje opisuju deformaciju nezavisno od koordinatnih
sistema.

Ukratko, invarijantnost deformacija i objektivnost
su fundamentalni principi u opisivanju ponasanja
hiperelasti¢nih materijala koji osiguravaju pouzdanost,
konzistentnost 1 primenljivost materijalnih modela u
razli¢itim scenarijima deformacije i1 koordinatnim
sistemima. Uklju¢ivanje ovih principa u materijalne
modele poboljsava njihovu tacnost i prediktivne
sposobnosti modela, €inec¢i ih neprocenjivim alatima u
inZenjerstvu, biomehanici i nauci o materijalima.

3.4 KONSTITUTIVNE JEDNACINE
HIPERELASTICNIH MATERIJALA

Osnovna veli¢ina na kojoj se baziraju konstitutivne
relacije, koje vaze za hiperelasticne materijale, je
gustina energije deformacije. Ona predstavlja
akumuliranu  energiju u telu tokom procesa
deformacije. Kako gustina energije deformacije, u
naSem razmatranju, direktno zavisi od levog Cauchy-
Green tenzora deformacije B, a on je izvedena veli¢ina
gradijenta deformacije F, mozemo re¢i da i gustina
energije deformacije posredno zavisi od gradijenta
deformacije. Stoga vazi:

U=U(F). (8)

Za izotropne, hiperelasti¢ne materijale nalik gumi,
energija deformacije U se najéeSée izrazava u funkciji
invarijanti devijatorskog dela tenzora deformacije:

U=U(11,Iz)—%p I3 -1), 9)
pri ¢emu % p ima ulogu Lagrange-ovog mnozioca, a
invarijante su oznacene nadvucenom crtom jer
predstavljaju invarijante devijatorskog dela tenzora
deformacije. Kako su u pitanju nestisljivi materijali,
promena zapremine deformabilnog tela je zanemarena,
jer je sferni deo tenzora deformacije jako mali ili jednak
nuli, te se stoga moze smatrati da ne uti¢e na promenu
energije defofmacije.

Prva invrijanta levog Cauchy-Green tenzora
deformacije (uvedena u prethodnom izrazu) se definise
kao:

— def

I, =traceB=1:B, (10)
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gde I predstavlja jedini¢ni tenzor drugog reda, dok je
druga invarijanta tenzora deformacije po definiciji
jednaka:

— defl — — —
1> =5(11 —trace(B-B))=

; (11)
=7 ~1:(B-B)).

Kao S§to je ranije istaknuto, kod nestisljivih
materijala zapremina ostaje konstantna tokom
deformacije (iako se ti materijali mogu znacajno
deformisati u obliku), pa sledi da za njih vazi da je
Jakobijan J= 1, odnosno da je tre¢a invarijanta jednaka
jedinici.

Za nestisljive ili skoro nesti§ljive materijale postoje
viSe oblika potencijala energije deformacije na osnovu
kojih se definiSu razliciti hiperelasti¢ni materijalni
modeli. Neki od najée$¢e primenjivanih modela su:
neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, Arruda-Boyce,
Yeoh, Van der Waals. U daljem tekstu bice
predstavljeni samo najce$¢e koriséeni, dok se za vise
informacija, detaljnije izvodenje 1 analizu svih
navedenih i drugih znacajnih hiperalasti¢nih modela,
Citalac se upucuje na reference [4], [32], [36] 1 [37].

U daljem tekstu pokazaéemo kako se energija
deformacije, a bazirani na nju 1 materijalni
hiperelasti¢ni modeli, definiSu u programskom paketu
ABAQUS, gde se, radi opsteg pristupa, i kompresibilni
materijali moraju obuhvatiti. Iz tog razloga numericko-
materijalni modeli uzimaju u obzir i uticaj zapreminske
deformacije u najopstijem sliCaju za bilo koji
hiperelasti¢ni material, a nestiSljivi materijali se potom
razmatraju kao specijalni slucaj.

Stoga se za definisanje potencijala energije
deformacije koristi uopsteni izraz:

U=f(1-3,1>-3)+g(J, -1), (12)

iz ¢ega vidimo da je potencijalna energija definisana
dvema funkcijama, od kojih jedna zavisi od prve i
druge varijante devijatorskog dela tenzora deformacije,
a druga funkcija je u zavisnosti od zapreminske
deformacije Je:.

Elasticna zapreminska deformacija J.; se definiSe
preko ukupne zapreminske deformacije J i termalne
zapreminske deformacije Jy slede¢im odnosom:

J

J,=—

13)
Jth

Ju zavisi od koeficijenta linearnog toplotnog Sirenja
&n 1 odreduje se primenom sledece relacije:

o :(1+gth)3- (14)
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Na ovaj nacin moguce je ukljuciti i uticaj
temperature u analizu ponasSanja materijala pri
mehanickog odziva u uslovima termomehanickog
opterecenja.

Definisanjem funkcije g kao:

L, -,

e=20 (15)
i razvijanjem:

f(;1 —3,?2 -3) (16)
u Taylor-ov red, dobija se:

def N — - N .

U= 3 (-3 (I -3 +3—(J, ~D¥.(17)

i+j=1 iz D,

Ova jednaCina predstavlja polinomski prikaz
potencijalne energije deformacije i osnova je pri
definisanju razlic¢itih hiperelasticnih materijalnih
modela, a koji su na ovaj nain inkorporirani i u
programski paket ABAQUS, koji ¢e autori koristiti u
daljem istrazivanju. Parametar N, odreduje broj
¢lanova u funkciji energije deformacije i uzima
vrednosti do najviSe Sest, ali se vrednosti vece od 2
retko koriste u slucaju kada se uzimaju u obzir prva i
druga invarijanta tenzora deformacije. Koeficijenti Cj i
D; su parametri materijala. Koeficijent D; definiSe
kompresibilnost materijala. Interesantno je naglasiti da
razdvajanje na devijatorsku i zapreminsku komponentu
energije  deformacije u prethodnoj jednacini
omoguc¢ava materijalnom modelu da opisuje kako
gotovo inkompresibilno, tako i kompresibilno
ponasanje materijala, podesavanjem parametara D;. Sto
je vrednost ovog parametra manja, to je materijal manje
podloZan promeni zapremine, odnosno pokazuje veéi
stepen inkompresibilnosti.

Vazni ulazni parametri koji ne zavise od N i koje je
potrebno definisati su pocetni modul smicanja o i
modul kompresije ko:

2

Hy=2Cpo +Cyy)y kg =—. (18)
Dl

Tokom sprovodenja numerickih analiza u

ABAQUS-u, prilikom definisanja materijala potrebno
je uneti vrednosti koeficijenata Cio, Co1 1 Di.
Koeficijent Cio je osnovni koeficijent koji kontrolise
elasti‘cno  ponaSanje  materijala  pri  malim
deformacijama, dok koeficijent Co; uzima u obzir uticaj
druge invarijante tenzora deformacije. Dakle, ovi
koeficijenti definisu nelinearno ponasanje
hiperelastiénih  materijala u funkciji  energije
deformacije, a njihove vrednosti se odreduju
eksperimentalnim ispitivanjima posmatranog
materijala.
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Ukoliko je u jednacini (17) usvoji da je j = 0, dobija
se redukovana polinomna forma:

N _ N )

U=2Colli =3 +X—(Jy =D (19)

i=1 i=1 7}

Ukoliko se redukovani polinomni oblik dodatno
pojednostavi tako §to se za N usvoji vrednost jedan,
dobija se funkcija iz koje kasnije sledi poznati neo-
Hookean-ov materijalni model:

- 1
U=C(I1=3)+—(J, ~1)". (20)

Dl
Neo-Hookean-ov model predstavlja
najjednostavniji materijalni model za opisivanje

ponasanja hiperelasti¢nih materijala. Pogodan je za
male deformacije i1 koristi se za rad sa elasti¢nim
materijalima Cije  karakteristike nisu  precizno
definisane.

Ukoliko se u jednacini (17) usvoji da je N=1,u
okviru devijatorskog dela deformacije ostaju samo
linearni ¢lanovi iz polinoma, ¢ime se dobija Mooney-
Rivlin-ov materijalni model:

U=C,li-3)+Cy(I2 _3)+Di(Je1 D% @2
1

Mooney-Rivlin-ova forma se obi¢no koristi za
opisivanje ponaSanja izotropnih materijala koji su nalik
gumi, bioloskih tkiva, kao i polimera koji su podvrgnuti
velikoj deformaciji.

Mooney-Rivlin-ov materijalni model je slican neo-
Hookean-ovom modelu, ali ukljucuje i uticaj druge
invarijante levog Cauchy-Green tenzora, za razliku od
neo-Hookean-ovog koji koristi samo prvu invarijantu.
Mooney-Rivlin-ovim modelom se bolje opisuje
ponasanje materijala u poredenju sa eksperimentalnim
podacima u odnosu na neo-Hookean-ov model.
Medutim, zajednicko za oba modela je da koriste
jednostavne (samo linearne) funkcije invarijanti u
izrazu za energiju deformacije, pa stoga nemaju
kapacitet da numericki prikazu nagli porast napona i
promenu oblika krive napon-deformacija pri velikim
deformacijama, Sto se kod realnih hiperelasti¢nih
materijala Cesto javlja.

Ukoliko se potencijalna energija izrazava preko
glavnih izduZenja (elongacija):

P dl Vdx" -dx
dL Jax".dax’
dobija se Ogden-ov materijalni model koji se Cesto
koristi za opisivanje ponaSanja materijala koji podnose
vrlo velike deformacije. Energija deformacije za ovaj
model se formulise u sledecem obliku:

(22)
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def N 24, 7 ai 7 ai 7 ai
U =30 T 2 )
o : (23)
+§iu -1*
P Di el
gde su:
1
&=J 3k = Wk =1, (24)

al;,(i=12,3), predstavljaju glavna izduzenja.

Prvi c¢lan Ogden-ove formulacije potencijala
energije deformacije zavisi od prve i druge invarijante
levog Cauchy-Green tenzora.

Pri numeric¢kim analizama u ABAQUS-u, odabirom
Ogden-ovog modela potrebno je definisati vrednosti za
N, ui1 o. Ukoliko se u jednacini (23) definiSe da je N=
2, o1 =21 an=-2, dobija se Mooney-Rivlin-ov model.
U slucaju da je N =1 i oy = 2, dobija se oblik neo-
Hookean-ovog modela. Na osnovu prethodnog se moze
zakljuciti da se ova dva jednostavnija modela mogu
definisati i kao specijalni slucajevi formulacije Ogden-
ovog modela.

U slucaju Ogden-ovog materijalnog modela,
inicijalni modul smicanja se definiSe kao suma svih
modula smicanja tokom deformacije:

N

= 2t (25)

Pocetni modul kompresije ko zavisi od koeficijenta
D.

Od svih do sada predstavljenih modela, Ogdenov
model sa N =3 odli¢no prikazije ponasanje materijala
slicnih gumi, omogucavaju¢i veéu fleksibiost u
modeliranju  ponasanja materijala sa velikim
deformacijama.

Do sada analizirani modeli nisu pogodni za analizu
ponasanja materijala ¢iji modul smicanja znacajno
varira sa deformacijom, odnosno ukoliko modul
smicanja opada sa povecanjem deformacije u pocetku,
a zatim ponovo raste sa velikim deformacijama. Takvo
ponaSanje pokazuju gume sa dodacima, na primer
¢adem, i kompozitni materijali kao $to su elastomeri sa
karbonskim vlaknima. Hiperelasticni model koji je
pogodniji za opisivanje ovakvih materijala je Arruda-
Boyce.

Ovaj hiperelasticni model se definiSe sledecom
formom energijom deformacije:

S, C o~ o L[J2-1
U=p3 st (0 -3 )+5(’T—1an} (26)

m




Gradevinsko-arhitektonski fakultet u NiSu

gde je:
C L c, _ L c, A
2 20 1050
_ 19 519
7000 ° 673750

Veza izmedu pocetnog modula smicanja up i
efektivnog modula smicanja u se moze predstaviti
slede¢om relacijom:

27

4

.3 99 513
Mo =M S T 1750 T R7548
(28)
42039
t——
673754}

Standardna vrednost za 4, je 7, pa za modul
smicanja vazi:

o =1.01254. (29)

Za inicijalni modul kompresije se se usvaja
vrednost:

(30)

gde je D, kao i do sada, parametar kompresibilnosti
materijala.

Arruda-Boyce daje zadovoljavaju¢u tacnost za
ve¢inu elastomernih materijala kod inzenjerskih
problema. On se koristi za materijale koji pokazuju
izrazito nelinearno ponasanje pri deformacijama.
Preporucuje se u analizama koja ukljucuju ponovljene
ili cikli¢ne deformacije.

Jos jedan materijalni model ¢e biti samo naveden, a
to je Hencky-ev model [38], [39]. On moze biti
pouzdan, na primer, za predvidanje ponaSanja
membrane od silikonske gume pod relativno velikim
smicu¢im deformacijama. Pouzdanost modela zavisi
od specificnih karakteristika silikonske gume i opsega
smic¢uc¢ih deformacija ukljucenih u primenu. Analiza
ovog hiperelasticnog modela bi¢e predmet daljeg
istrazivanja autora.

Definisanje novih materijalnih modela koji bi $to
preciznije opisali relno ponasanje hiperelasti¢nih
materijala pri raznim vidovima opterecenja je aktivno
polje istrazivanja. Citalac se upuéuje na jedan od novih
pristupa koji je prikazan u referenci [40].

Izbor materijalnog modela zavisi od specifi¢nih
svojstava materijala i opsega deformacija koji se
razmatraju. Za materijale koji podnose vrlo velike
deformacije (kao §to je guma), Ogden ili Arruda-Boyce
modeli su Cesto najpogodniji. Za materijale sa manje
sloZzenim ponasanjem, Neo-Hookean-ov ili Mooney-
Rivlin-ov model daju zadovoljavajucu tacnost.
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4 REZULTATI ISTRAZIVANJA U
OBLASTI MODELIRANJA
HIPERELASTICNIH MATERIJALA

4.1 GLAVNI CILJEVI ISTRAZIVANJA

Motiv autora za istraZivanje u ovoj oblasti bio je
detaljnije upoznavanje sa hiperelasticnim materijalima
i bolje razumevanje njihovog ponaSanja tokom
razlicitih procesa deformacije. Cilj ovog istrazivanja je
detaljnije proucavanje materijalnih modela koji se
koriste u numerickim modeliranjima ponaSanja
hiperelasti¢nih materijala, kao i odabir onih koji
ponasanje ovakvih materijala mogu §to vernije da
predvide u opsegu deformacija koje su predmet
interesovanja autora. U tu svrhu se, u daljim
istraZzivanjima autora, planira sprovodenje detaljne
numericke analize izabranog materijala — gume na
jednom od osnovnih numeric¢kih modela, tj. prostom
smicanju primenom gore navedenih materijalnih
modela. Ovo istrazivanje je potrebno radi boljeg
razumevanja 1 adekvatnog predvidanja ponaSanja
gumenih slojeva koji su delovi slozenog sklopa -
elastomernog seizmiCkog isolatora sa olovnim
jezgrom, prikazanog na Slici 1, a sve u cilju
obezbedivanja dobrih podloga za dalje istrazivanje
autora u oblasti prouCavanja seizmiCke zaStite
gradevinskih objekata. Ovaj tip izolatora se sastoje od
prirodne ili sinteticke gume unutar koje se nalaze tanke
¢eliéne ploce (Celicni listi¢i), a na krajevima su debele
Celicne plo¢e za montazu izolatora u konstrikciju
objekta (Slika 1). Celi¢ni listi¢i poveéavaju vertikalnu
krutost izolatora, koja je nekoliko stotina puta veéa od
horizontalne krutosti. Pored toga, celicni listi¢i
smanjuju poprecnu deformaciju gume usled aksijalnog
opterecenja, Sto je posledica manjeg koeficijenta
poprecne kontrakcije ¢elika u odnosu na gumu. S druge
strane, Celi¢ni listi¢éi imaju zanemarljiv uticaj na
horizontalnu krutost izolatora, koja zavisi samo od
modula smicanja elastomera. Olovno jezgro se
karakteriSe relativno malom granicom tecenja, pa se
usled deformacije smicanja olovnog jezgra obezbeduje
apsorpciju seizmicke energije [31].

Istrazivanja naprezanja i deformacije u pojedinim
komponentama seizmickog izolatora su izuzetno retka.
Iz dobijenih rezultata [30], moze se zakljuciti da se
ponasanje materijala u izolatoru, i izolatora u celini,
mora pravilno predvideti tokom konacne, posebno
ciklicne deformacije. Stoga, izabrani konstitutivni
zakon ima klju¢nu ulogu u ispravnom predvidanju
ponasSanja materijala pri velikim deformacijama.
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Slojevi gume u seizmiCkom izolatoru trpe izuzetno
velike smi¢uce deformacije i njihova uloga i jeste ta da,
zbog svojih materijalnih karakteristika, prime izuzetno
velika horizontalna pomeranja u odnosu na njihove
inicijalne dimenzije. Ova pomeranja tokom zemljotresa
mogu biti izuzetno velika, tj. odnos poprecnog
pomeranja i visine posmatranog elementa moze biti i
veci od 100% [23], [25]. PonaSaju¢i se na ovaj nacin,
gumeni slojevi u seizmiCkom izolatoru daju svoj
doprinos zastiti nadkonstrukcije od katastrofalnih
posledica usled pomeranja tla pri iznenadnom udaru
zemljotresa. Nakon prestanka seizmicke ekscitacije,
gumeni delovi se nelinearno elasti¢no vracaju u svoj
prvobitni polozaj. Ukoliko i dode do osStecenja ovih
slojeva, ili bilo kog dela izolatora, predvidena je
moguénost da se jedan ili viSe seizmickih izolatora,
koji su postavljeni u donjem delu konstrukcije, u celosti
mogu zameniti. Znacajna oSte¢enja nadkonstrukcije 1
ogromna materijalna Steta, koja skoro uvek prati
seizmicka dejstva tla, bi na ovaj nacin bila sprecena, ili
bar umanjena. No, svakako najznacajniji zadatak
seizmicke izolacije konstrukcija je pre svega zastita
ljudskih zivota, u slu¢aju nepredvidljivih seizmickih
aktivnosti tla.

U poslednjih nekoliko decenija sprovedene su
brojne eksperimentalne, analiticke i numericke studije
seizmickih izolacionih sistema. Sve analize su
uglavnom fokusirane na globalno ponaSanje
seizmickog izolatora, pri cemu su usvojeni standardni
odnosi napon-deformacija za materijale koji se
primenjuju. Svrha ovih analiza je da se dobije zavisnost
sila-pomeranje i krutost seizmickog izolatora, koji se
koriste kao ulazni podaci za dalju analizu ponaSanja
konstrukcija razli¢itih strukturnih sistema tokom
dejstva zemljotresa.

Bitno je napomenuti da na izbor materijalnog
modela hiperelasti¢nih materijala i njegovu pouzdanost
mogu uticati i drugi faktori kao §to su temperatura,
brzina opterecenja i specifi¢na formulacija elastomera.
Eksperimentalna validacija, gde se stvarni odgovor
materijala uporeduje sa predvidanjima modela, klju¢na
je za procenu tacnosti i pouzdanosti izabranog
materijalnog modela za odredeni materijal i scenario
deformacije.

6 DISKUSIJA

U ovom radu autori glavni fokus stavljaju na
pregled najzacajnijih karakteristika najce$ce koris¢enih
materijalnih modela pri modeliranju hiperelasti¢nih
materijala.
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Slika 1 — Elastomerni seizmicki isolator — a) olovno
Jjezgro, b) gornja Celicna ploca, c) vulkanizirana guma,
d) Celic¢ni limovi — izvor [30]

Neo-Hookean-ov model predstavlja
najjednostavniji hiperelasti¢ni model, ¢ija je funkcija
energije deformacije jednostavne polinomske forme sa
samo jednim wulaznim parametrom u sluCaju
nekompresibilnih materijala. Preporucuje se za male do
umerene deformacije mekih elastomera, gume i
bioloskih tkiva (priblizno do 30%). Ovaj model daje
pouzdane rezultate za sve vidove deformisanja u
navedenom opsegu, stabilan je u numeri¢kim
simulacijama i ne zahteva vece racunarske resurse jer
je zbog jednostavne forme pogodan za brz i efikasan
prorac¢un. Takode, pri koriS¢enju eksperimentalnih
podataka, identifikacija parametara za ovaj model je
jednostavna. Ovi parametri se koriste u numeri¢koj
analizi kao ulazni podaci. Medutim, ovaj materijalni
model ne pokazuje dovoljnu preciznost pri predvidanju
ponasanja hiperelasti¢nih materijala u sluc¢aju velikih
deformacija.

U slucaju umerenih deformacija (30-100%), za
preciznije opisivanje nelinearnog ponaSanja pogodniji
je Mooney-Rivlin-ov model. Najcesc¢e se primenjuje u
numerickim analizama ponasanja automobilskih guma,
zaptivaca ili elastomera. On predstavlja poboljsanje u
odnosu na Neo-Hookean-ov model, mada je za njegovo
opisivanje potrebno definisati minimum dva, a moze i
do pet parametara. U odnosu na Neo-Hookean-ov
model bolje opisuje razlicite rezime deformacije,
posebno smicanje. Njegova generalna prednost u
odnosu na sve materijalne modele je da pruza dobar
balans izmedu tacnosti i1 jednostavnosti pri
modeliranju. No, nedostatak ovog modela je da se gubi
njegova preciznost u modeliranju ponaSanja materijala
pri vrlo velikim deformacijama.

Kada je potrebna visoka preciznost pri velikim
deformacijama (>100% pa i do 700%), Ogden-ov
model daje zadovoljavajuée rezultate. Ceice se
primenjuje u bioinzenjeringu za modeliranje bioloskih
tkiva, ljudske koze i miSi¢a. Odlican je i za analizu
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ponasanja silikona, poliuterena i drugih sintetickih
elastomera. Jedino ograni¢enje Ogden-ovog modela je
veliki broj ulaznih parametara Cije odredivanje zahteva
viSe eksperimentalnih podataka. Takode, zbog velikog
broja parametara ukoliko nije dobro kalibrisan moze
biti nestabilan u  numeri¢kim  simulacijama.
Podjednako kompleksan, a numericki stabilniji model
u odnosu na Ogden-ov je Arruda-Boyce materijalni
model. Ovaj model je razvijen iz potrebe matematickog
opisivanja mehanickog ponasSanja punjenih gumenih
materijala, ¢ije nelinearno ponaSanje je izrazenije u
odnosu na klasicne nepunjene gumene materijale.
Model Arruda-Boyce zasniva se na mikrostrukturi
materijala 1 zato se za bioloske materijale moze
koristititi samo onda kada je i1 njihova mikrostruktura
poznata. Odli¢an je za numeri¢ke simulacije velikih
deformacija (>300-400%).

Osnovni motiv autora za proucavanje mehani¢kog
ponasanja hiperelastiénih materijala proisti¢e iz
njihove upotrebe u uredajima za seizmicku izolaciju, u
ovom slucaju elastomernog seizmickog izolatora.
Konstrukcija ovih izolatora predstavlja sloZeni sklop
viSe elemenata — materijala. Za pravilno modeliranje
elastomernog seizmickog izolatora potrebno je
poznavanje ponasanja svih njegovih delova. Zbog toga,
buduca istrazivanja autora bi¢e usmerena ka detaljnoj
analizi svakog materijjala u izolatoru, s ciljem
utvrdivanja pravilnog ponasanja izolatora kao celine,
posebno pri velikim cikli¢nim deformacijama.

5 ZAKLJUCAK

U ovom radu predstavljene su osnovne
karakteristike 1 moguéa primena hiperelasti¢nih
materijala u inZenjerstvu i biomehanici. Hiperelasti¢ni
materijali su grupa materijala sa karakteristicnim
ponasanjem pri velikim deformacijama. Materijali kao
§to su guma, pene, elastomeri i bioloska tkiva, odlikuju
se izrazito nelinearnim, a wujedno 1 elasticnim
odgovorom pri deformisanju. Navedeni materijali se
zbog svog karakteristicnog mehani¢kog ponaSanja
nazivaju hiperelasticnim materijalima. S obzirom na
rastu¢i trend upotrebe ovih materijala u inzenjerstvu,
uraden je pregled literature i predstavljena su trenutno
najaktuelnija istazivanja u razli¢itim inzenjerskim
granama na ovu temu.

Cilj ovog rada je upoznavanje sa osobinama i
upotrebom hiperelasti¢nih materijala i moguénostima
za njihovo precizno modeliranje u numerckim
simulacijama. S obzirom da je za uspesno numericko
modeliranje =~ vazna  matematicka  formulacija
mehanickog odgovora hiperelasticnih materijala, a to
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podrazumeva definisanje funkcije energije
deformacije, u radu su predstavljeni najcesce korisc¢eni
materijalni modeli za numericko modeliranje u
savremenim programskim paketima (Abaqus, ANSYS,
etc.) koje ¢e autori koristiti u daljem istazivanju.

Vazno je napomenuti da izbor odgovarajuceg
hiperelasticnog materijalnog modela zavisi od vrste
materijala, nivoa  deformacije i  dostupnih
eksperimentalnih podataka. Zbog toga je jedan od
doprinosa ovog rada pregled dostupnih materijalnih
modela i moguénost njihove primene. Ovaj rad moze
posluziti inzenjerima za brzo i lako razumevanje
materijalnih modela, kao i izbor odgovaraju¢eg modela
pri reSavanju razlicitih problema.

Poseban fokus autora u ovom radu je uloga
hiperelasti¢ih materijala u uredajima za seizmicku
izolaciju. Detaljno upoznavanje sa ponaSanjem
hiperelasti¢nih materijala koji ulaze u sastav uredaja za
seizmicku izolaciju predstavlja polaznu osnovu za
dalja, slozenija istrazivanja u oblasti zemljotresnog
inZenjerstva. Cilj autora je da sprovede numericku
analizu mehanickog odgovora gumenih materijala pri
prostom smicanju unutar sloZzenog mehanizma
(seizmickog izolatora), kako bi se odabrao najpodesniji
materijalni model za dalju upotrebu u naprednim
numerickim simulacijama. Ove preliminarne analize su
poCetni  koraci ka sveobuhvatnom istrazivanju
dinamickih karakteristika viSespratnih zgrada, mostova
i drugih konstrukcija, koje ¢e ukljuciti i poredenje
dinamickog odgovora bazno izolovanih i neizolovanih
sistema prilikom dejstva zemljotresa.

Ciljevi odrzivog razvoja: COR9 - Industrija,
inovacije 1 infrastruktura i COR11 — Odrzivi gradovi i
zajednice.
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